Schriftliche Abiturprifung Mathematik 2013 Aufgabenfundus
Pilichtteil

(1) Ableitung
Anforderungen wie bisher, allerdings ohne Quotientenregel
Durch den Wegfall der Quotientenregel missen ,echte“ gebrochenrationale Funktionen

wie zum Beispiel f(x) = nicht mehr abgeleitet werden.

X2

Sehr wohl denkbar ist beispielsweise aber die Ableitung von f(x) = 3x2—24

(2) Stammfunktion, Integral
Anforderungen wie bisher

(3) Gleichungslehre
Anforderungen wie bisher, allerdings ohne Polynomdivision und Wurzelgleichungen

(4) Elemente der Kurvendiskussion

Anforderungen wie bisher

(5) Funktionenkompetenz
Anforderungen wie bisher, denkbar sind auch Aufgaben der folgenden Art:

Aufgabe 5.1
Gegeben sind die Funktionen f und g mit f(x)=+/x und g(x)=x+15 .

a) Berechnen Sie

. f(49)
+ f(g(49))
+ g(f(49))

b) Fur welchen Wert x ist f(g(x)) =4 ?
(4 VP)
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Aufgabe 5.2 yA
Die Funktion f mit f(x)=-0,5x* +4,5x* —12x+7,5 41
hat den nebenstehenden Graphen. 34
a) Begriinden Sie ohne Rechnung, dass die

Gleichung “1

~0,5x° +4,5x* —12x+7,5=0 @i

nur eine Lésung hat. 5
b) Geben Sie einen Wert von a an, so dass die 4l

Gleichung f(x)=a drei L6sungen hat.

21

(4 VP)

Aufgabe 5.3
Welche der folgenden Aussagen sind wahr, welche nicht?

Geben Sie jeweils eine Begriindung fur lhre Entscheidung an.

a) Der Graph der Funktion f mit f(x):i hat zwei Asymptoten.
X-a

b) Es gibt ganzrationale Funktionen dritten Grades, die genau zwei Nullstellen
besitzen.

c) Der Graph einer ganzrationalen Funktion vierten Grades hat immer einen tiefsten
Punkt.

(5 VP)
Aufgabe 5.4
Flr welche Werte von x istder Term x-(x+1) positiv? (3 VP)
Aufgabe 5.5

Vom Graphen einer ganzrationalen Funktion dritten Grades kennt man den Hochpunkt
H(3|5) und den Tiefpunkt T(-2|1).

Was kann man ohne Bestimmung des Funktionsterms Uber die Anzahl der Nullstellen
und Uber die Anzahl der Wendestellen sagen?

Begriinden Sie Ihre Aussage. (3 VP)
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Aufgabe 5.6

Flr eine ganzrationale Funktion f gilt
f(0)=5,f(0)=0,f"0)<0
f(2)=0,1"(2)=0,{"(2)#0.

Skizzieren Sie einen mdglichen Verlauf des Graphen von f.

Aufgabe 5.7
Far die Funktion f gilt fur alle xe[1;4]

o f(x)<0
o f(x)>0
o f7(x)<0

Welche Eigenschaften hat demnach der Graph von f ?

Skizzieren Sie einen mdglichen Verlauf des Graphen von f.

Aufgabe 5.8

(3 VP)

(4 VP)

Gegeben sind die Funktionen f mit f(x)=sin(x) und g mit g(x):%sin(2x)+3 :

Wie entsteht der Graph von g aus dem Graphen von f ?

(6) Lineare Gleichungssysteme, Inzidenzgeometrie

(8 VP)

Anforderungen wie bisher, ohne Nachweis der linearen Unabhangigkeit.

(7) Metrische Geometrie

Anforderungen wie bisher
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(8) Stochastik

Aufgabe 8.1
In einem Behélter befinden sich 2 rote und 4 blaue Kugeln. Es werden 2 Kugeln mit
Zurlcklegen gezogen.
a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine der beiden Kugeln rot
ist.
b) Wie viele rote Kugeln héatten sich in dem Behalter befinden missen, damit die
Wahrscheinlichkeit, mindestens eine rote Kugel zu ziehen, 0,84 betragen hatte?
(5 VP)

Aufgabe 8.2

In einem Behélter befinden sich 6 Kugeln mit den Nummern 1 bis 6.

Es wird solange ohne Zurlicklegen gezogen, bis eine gerade Nummer gezogen wird.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass erst im dritten Zug eine gerade
Nummer gezogen wird.

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass man héchstens dreimal zieht?

(3 VP)
Aufgabe 8.3
Bei einem GllUcksspiel wird das abgebildete Glicksrad benutzt. h
Als Einsatz bezahlt man 3 €. Das Glicksrad wird einmal gedreht.
Man erhalt den Betrag ausbezahlt, dessen Sektor Uber dem Pfeil
zu stehen kommt.
Bestimmen Sie den Erwartungswert fir den Gewinn. /]\

(3 VP)
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Aufgabe 8.4
Ein Gllicksrad hat die Sektoren mit den Zahlen 1, 2 und 3 mit folgender
Wahrscheinlichkeitsverteilung:

Sektor 1 2 3
Wahrscheinlichkeit 0,2 0,3 0,5

Das Glucksrad wird zu folgendem Glicksspiel verwendet:

Der Spieler zahlt zundchst 1 € Einsatz. Dann wird das Glicksrad dreimal gedreht.

Sind die drei ermittelten Zahlen verschieden, bekommt der Spieler seinen Einsatz
zurlick. Kommt dreimal die 1%, erhalt der Spieler 100 €. Sonst erhalt er nichts.

Ist dieses Spiel fair? (3 VP)

Aufgabe 8.5
Die Zufallsvariable X ist binomialverteilt mit n=10 und p=0,6.

a) Welche der Abbildungen zeigt die Verteilung von X ?
Begrinden Sie Ihre Entscheidung.

b) Bestimmen Sie mithilfe der Abbildung naherungsweise P(4<X<7) und P(X#5) .
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(4 VP)
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Aufgabe 8.6
Ein Basketballspieler Ubt Freiwlrfe. Erfahrungsgeman trifft er bei 80% seiner Wrfe.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft er mit den ersten beiden Wirfen zweimal?

b) Geben Sie ein Ereignis A und ein Ereignis B an, so dass gilt:

P(A)= 0,210 | P(B)= (SOJ-O,S“O .0,2"0
40
(3 VP)

(9) Beschreiben, Begriinden
Anforderungen wie bisher, denkbar sind auch Aufgaben der folgenden Art:
Aufgabe 9.1
Die taglichen Heizkosten eines Hauses werden durch k(t) dargestellt.
Dabei ist t die Zeit in Tagen seit dem 1. Januar 2013.

90 1 90
Was bedeutet jk(t)dt bzw. %Ik(t)dt ? (2 VP)

0 0

Aufgabe 9.2
Es soll eine Gleichung einer ganzrationalen Funktion g dritten Grades ermittelt

werden, welche die Extremstellen x;=-2 und x5, =2 besitzt.
Folgende Losungsschritte werden vorgeschlagen:
(1) Ableitungsfunktion von g : g’ (xX)=(x+2)-(x—2)
g'(x)=x*~4

(2) Gleichung einer Stammfunktion von g’: g(x)= %XB —-4x

a) Begriinden Sie die Richtigkeit dieses Vorgehens.
b) Geben Sie die Funktionsgleichung einer weiteren ganzrationalen Funktion dritten

Grades an, welche die Extremstellen x4 =-2 und x, =2 besitzt.

(4 VP)
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Pilichtteil
Aufgabe 9.3
Die folgenden Zeilen zeigen einen Teil der Lésung einer Geometrieaufgabe.
0 5 0 0 5
g X=| 2+t||1|-| 2||=| 2|+t] -1
—1 2 —1 —1 3
gnE: 2-5t+(2-1)-3-(-1+3t)=10
a) Was war gegeben?
Wie lautete die Aufgabe?
b) Ldsen Sie die Aufgabe vollstandig.
(4 VP)

Aufgabe 9.4
Bei einem Fest mdchte ein Besucher an einem Gliicksrad spielen. Bevor er spielt, stellt
er folgende Rechnung auf:
X, -P(X,)+ X%, - P(X,)+ X5 -P(X5) =1€-%—3€-%+4€%=—%€
a) Welche Information erhélt er durch diese Rechnung?
b) Wie kdnnte das verwendete Gllicksrad aussehen und die Gewinnregel lauten?
Beschreiben Sie méglichst genau.

(3 VP)
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Aufgabe A 1.1 (HT 2008, | 3, geklrzt und modifiziert)

Ein Fass mit Zu- und Ablauf besitzt ein Fassungsvermdgen von 1200 Liter.

a) Die enthaltene Wassermenge zum Zeitpunkt t wird beschrieben durch die Funktion
f mit f(t)=1000-800-e°°" ; t>0 (t in Minuten, f(t) in Liter).
Zu welchem Zeitpunkt ist das Fass zur Halfte gefillt?
Zeigen Sie, dass die Wassermenge im Fass stets zunimmt.

Weisen Sie nach, dass das Fass nicht Uberlauft.
Bestimmen Sie die mittlere Wassermenge wahrend der ersten Stunde. (6 VP)

b) Bei einem anderen Flllvorgang befinden sich zun&chst 800 Liter Wasser im Fass.
Die momentane Abflussrate betragt 0,5% des jeweiligen Inhalts pro Minute.
Die Zuflussrate ist konstant.
Wie viele Liter pro Minute mUssen zuflieBen, damit sich die Wassermenge im Fass
nicht &ndert?
Die Zuflussrate wird jetzt so gewéhlt, dass auf lange Sicht das Fass nicht tberlauft,
aber immer mindestens zur Halfte gefullt ist.
Welche Werte fir die Zuflussrate sind dafiir méglich? (4 VP)

Aufgabe A 1.2

Gegeben ist fur jedes k € IR eine Funktion f, mit fk(x)=x+k-% )

Bestimmen Sie die Anzahl der Extremstellen von f, in Abhangigkeit von k. (5 VP)

alternativ:

Aufgabe A 1.2* (HT 2006, | 2.2 a)

Fir jedes a>0 ist eine Funktion f, gegeben durch

fa(X) :;sin(ax)

Wie wirkt sich eine Veranderung des Parameters a auf den Graphen von f, aus?
Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die der Graph von f, mit der x-Achse zwischen

zwei benachbarten Nullstellen einschlieBt. (5 VP)
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Wahlteil Analysis

Aufgabe A 2.1 (NT 2006, | 3.1, leicht gekulrzt)

In einem Land mit ca. 6,0 Millionen Haushalten gab es zu Beginn des Jahres 2004
etwa 3,0 Millionen Haushalte mit einem DVD-Player.

Die Entwicklung der Anzahlen (in Millionen) seit dem Jahr 2000 kann modellhaft durch

eine Funktion g dargestellt werden, die fir x >0 der Differenzialgleichung
g'(x)=0,2-(5,2-g(x)) genugt.

Dabei ist x die Anzahl der seit Beginn des Jahres 2000 vergangenen Jahre.

a) Bestimmen Sie einen Funktionsterm der Funktion g .
Mit welcher Anzahl von Haushalten mit DVD-Playern ist langfristig zu rechnen?
Zu welchem Zeitpunkt steht in 70% der Haushalte des Landes ein DVD-Player?
Bestimmen Sie die mittlere Anzahl von Haushalten mit DVD-Player von Mitte 2004
bis zu diesem Zeitpunkt.
Wann lag die Anderungsrate der Anzahlen erstmals unter 0,6 Millionen pro Jahr?

(7 VP)
b) Welche GréBe wird durch g'(4) beschrieben?

Erlautern Sie, wie man nur mit Hilfe von g'(4) und g(4) einen Naherungswert fur
g(4,5) berechnen kann.

Bestimmen Sie diesen Naherungswert. (4 VP)

Aufgabe A 2.2 2

In der Skizze sind zwei geradlinige Gleise abgebildet,

die in den Punkten A bzw. B enden. Diese Gleise

sollen durch ein Gleisstilick knickfrei verbunden werden.

Bestimmen Sie eine ganzrationale Funktion, die dieses

Gleisstiick beschreibt.

(4 VP)
alternativ:

Aufgabe A 2.2*
Gegeben ist die Funktion f mit f(x)=4x-x* .

Wie muss t>0 gewahlt werden, damit der Mittelwert der Funktionswerte von f auf
dem Intervall [0;t] mbglichst groB ist? (4 VP)
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Wabhlteil Analysis

Aufgabe A 3.1

Die Skizze zeigt den parabelférmigen
Querschnitt eines 1,5 km langen,

8
geradlinig und horizontal verlaufenden /—\\
StraBentunnels. 6
a) Bestimmen Sie einen Funktionsterm der

im Bild dargestellten Funktion f.
Die Querschnittsflache des Tunnels 2
entspricht der Flache, die der Graph von

f und die x-Achse begrenzen

(Langeneinheit in m).
Wie viel Kubikmeter Gestein mussten beim Bau des Tunnels bewegt werden?

(Teilergebnis: f(x):—%x2+2x+4 ) (5 VP)

Der Formelsammlung ist zu entnehmen, wie die Lange eines Kurvensticks
berechnet werden kann:
Das Kurvenstick k:y =f(x) fir a<x<b hat die (Bogen-)Léange

b
s =J‘«/1+(f'(x))2dx .
a

Bestimmen Sie mit dieser Formel die Lange des abgebildeten Parabelstiicks.

Die gesamte innere Wandflache des Tunnels wird gestrichen. Die Farbe wird in
250-Liter-Behaltern geliefert.

Wie viele Behalter werden benétigt, wenn ein Liter Farbe flr sechs Quadratmeter
Wandflache ausreicht? (4 VP)
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Aufgabe A 3.2

Gegeben ist die Funktion f mit l by \
2 4

f(x) =z X*# 0. / \

a) Das gezeichnete Rechteck rotiert um die

N

y-Achse, wodurch ein Zylinder entsteht.

Zeigen Sie, dass sein Volumen nicht von Plulfu))
. P \__\
u abhangt. — >
2 0 2 X
(2 VP)
b) Der Graph von f, die Gerade x =1 und die x-Achse bestimmen eine
nach rechts offene Flache.
Berechnen Sie ihren Inhalt.
Welche Parallele zur y-Achse halbiert diese Flache? (4 VP)

alternativ:

Aufgabe A 3.2*
Gegeben sind die Hyperbel h: 'y =% und ein

v
3
Punkt B auf h im 1. Feld.

Die Tangente t in B an h schneidet die t 2
x-Achse in C und die y-Achse in D. \D
Bestimmen Sie einen Punkt B so, dass das 1
Dreieck OCD den Umfang 10 LE besitzt.

(6 VP)
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Wahlteil Geometrie

Aufgabe Geo 1 (HT 2005, Il 1, gekdrzt und verandert)

Gegeben sind eine Pyramide ABCDS mit den Punkten A(0|0|0), B(8]0|0), C(8|8|0),
D(0|8]0) und S(4|4|8) sowie flr jedes r e IR eine Ebene E; :rx,+3x, =8r.
a) Stellen Sie die Pyramide in einem Koordinatensystem dar.

Zeigen Sie, dass die Gerade durch B und C in jeder Ebene E, liegt. (4 VP)

b) Zeigen Sie, dass fur den Winkel o zwischen der Ebene E, und der

3 gilt.
\/r2 +9

Bestimmen Sie einen Wert fir r, firden o =40° ist. (4 VP)

Grundflache ABCD der Pyramide cos o =

c) Beim Schnitt einer Ebene E, mit der Pyramide entsteht eine Schnittfigur.

Welche Schnittfiguren sind méglich?
Geben Sie jeweils die zugehdrigen Werte von r an. (3 VP)

Aufgabe Geo 2 (HT 2008, Il 1, Teile a und c) .
In einem Wiirfel mit den Eckpunkten O(0|0]0), S
P(10]/10]0) und S(0|0|10) befindet sich eine

Pyramide mit einem Dreieck als Grundflache und

der Spitze S (vgl. Skizze).
Die Eckpunkte der Pyramidengrundflache sind
A(10]6|0), B(6/10|0) und C(10]10]5).

a) Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung

der Ebene E, in der die Grundflache der

Pyramide liegt.

Welchen Winkel schlieBen die Grundflachen X,

von Wirfel und Pyramide ein?

Untersuchen Sie, ob die Héhe der Pyramide auf der Diagonalen PS des Wirfels

liegt.

(Teilergebnis: E:5x,+5x, —4x,=80) (6 VP)
b) Zusatzlich zur Pyramide soll nun noch ein Quader der Breite b in den Wiirfel gelegt

werden. Die Abmessungen des Quaders werden so gewahlt, dass er die Pyramide

nur in einem Punkt Q der Pyramidenkante AS berthrt (vgl. Skizze).

Welches Volumen hat ein solcher Quader mit der Breite b=4 ?

Welche Werte kann das Volumen eines solchen Quaders annehmen, wenn die

Breite b variabel ist? (5 VP)
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Aufgabe Sto 1

In einem GefaB Uy sind zwei blaue Kugeln, in einem weiteren GefaB U, sind acht
rote Kugeln. Lisa darf mit verbundenen Augen eines der beiden GefaBe wahlen und
daraus eine Kugel ziehen. Ist die Kugel rot, dann gewinnt Lisa einen Preis.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass Lisa einen Preis gewinnt?

Lisa hat 50 weitere rote Kugeln zur Verfigung und darf nun bestimmen, wie viele
zusatzliche rote Kugeln in U; gelegt werden. Allerdings werden dann genauso viele
blaue Kugeln in U, gelegt.

Lisa wahlt finf zusatzliche rote Kugeln.

Hat sich dadurch ihre Gewinnwahrscheinlichkeit vergrdBert?

Wie viele von den 50 zusétzlichen roten Kugeln héatte Lisa wahlen missen, um ihre

Gewinnchancen zu maximieren? (7 VP)

Aufgabe Sto 2

Eine Klasse will fir einen guten Zweck beim Schulfest ein Gliicksrad betreiben. Dieses
besteht aus drei Sektoren mit den folgenden Mittelpunktswinkeln:

rot: 180°, gelb: 90° und blau: 90°.

Bei einem Spiel dreht der Kunde das Glicksrad dreimal und bezahlt daftir einen Euro.
Er erhalt zwei Euro, wenn er dreimal dieselbe Farbe erreicht, er bekommt seinen
Einsatz zurtick, wenn genau zweimal dieselbe Farbe angezeigt wird, in allen anderen

Fallen wird sein Einsatz einbehalten.

Welchen Gewinn erzielt die Klasse mit diesem Glucksrad pro Spiel durchschnittlich?

Die Klasse will im nachsten Jahr durch eine Veranderung der SektorengréBen die
Wahrscheinlichkeit der Félle, in denen der Einsatz einbehalten wird, erhéhen. Dabei
sollen die Spielregeln erhalten bleiben und der rote Sektor soll weiterhin doppelt so
grof3 sein wie der gelbe.

Fir welche Mittelpunktswinkel der drei Sektoren ist die Wahrscheinlichkeit flir den
Einbehalt des Einsatzes am gréBten? (6 VP)
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Aufgabe Sto 3

a) Eine Urne enthalt drei weil3e und zwei schwarze Kugeln. Franz und Hilde ziehen
abwechselnd ohne Zurlicklegen eine Kugel, wobei Franz beginnt. Gewonnen hat,
wer zuerst eine schwarze Kugel zieht.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse
A: Franz gewinnt,
B: Hilde gewinnt. (2 VP)

b) In einer anderen Urne sind drei weiBe und n schwarze Kugeln.

Es werden nacheinander zwei Kugeln mit Zuricklegen gezogen.

Far welche Werte von n ist die Wahrscheinlichkeit, genau eine schwarze

Kugel zu ziehen, gleich % ? (4 VP)

Aufgabe Sto 4
Ein Glicksrad hat die Sektoren mit den Zahlen 1, 2 und 3 mit folgender
Wahrscheinlichkeitsverteilung:

Sektor 1 2 3
Wahrscheinlichkeit 0,2 0,3 0,5

a) Wie oft muss man das Gliicksrad mindestens drehen, um mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 95% wenigstens einmal die Zahl 1 zu
bekommen? (2 VP)

b) Es besteht der Verdacht, dass die Wahrscheinlichkeit fir die Zahl 1 gr6Ber
als 0,2 ist. Daher wird die Hypothese Ho: p <0,2 durch 100 Versuche getestet.

Wenn mehr als 28 Mal die 1 erscheint, wird die Hypothese abgelehnt.
Wie groB ist die Irrtumswahrscheinlichkeit? (4 VP)

Aufgabe Sto 5

Eine Firma stellt Solartaschenrechner her. Die Herstellungskosten eines Rechners
betragen 15 €. Die Firma verkauft ihn flr 25 € an den Handler.

14,5% aller produzierten Rechner sind defekt. Jeder defekte Rechner wird vom Handler
entdeckt. Die Firma erstattet den Kaufpreis und nimmt den defekten Rechner zurlck.
Bei der Ricknahme entstehen der Firma zusatzlich Kosten in H6he von 5 €.

a) Wie hoch ist der durchschnittliche Gewinn der Firma pro Rechner? (2 VP)
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b) Durch eine Kontrolle kann die Firma 95% der defekten Rechner herausfinden, halt

aber auch 1% der intakten Rechner fir defekt. Die beanstandeten Rechner werden
dann nicht an den Handler verkauft, sondern ohne weitere Kosten entsorgt.

Wie viel darf die Kontrolle eines Rechners héchstens kosten, damit sie sich fir die
Firma rentiert? (4 VP)

Aufgabe Sto 6

Eine Firma, die Handys herstellt, behauptet, dass héchstens 4% der Gerate defekt
seien. Die Behauptung soll mit einer Stichprobe von 250 Stlick getestet werden. Man
erhalt 10 defekte Handys.

Kann man daraus mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von hochstens 5% schlieBen,

dass die Firmenangabe nicht zutrifft? (4 VP)

Aufgabe Sto 7
Ein Computerhersteller bezieht von einem Lieferanten Speicherchips.
Erfahrungsgeman sind 95% der Chips einwandfrei.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind von 30 Chips

e mehr als 26 einwandfrei,

e mindestens zwei defekt? (2 VP)
b) Der Computerhersteller Gberprift die Hypothese, dass mindestens 95%

der Chips einwandfrei sind, mit einer Stichprobe vom Umfang 100.

Die Irrtumswahrscheinlichkeit soll héchstens 10% betragen.

Ermitteln Sie den Ablehnungsbereich. (3 VP)

Aufgabe Sto 8
Ein Computerhersteller bezieht von einem Lieferanten Speicherchips.
a) Erfahrungsgeman sind 80% der Chips einwandfrei.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind von 30 Chips mehr als 20 einwandfrei? (2 VP)
b) Wie groB durfte die Defektwahrscheinlichkeit eines Chips héchstens sein, damit
von 10 Chips mit mindestens 90% Wahrscheinlichkeit alle einwandfrei sind? (3 VP)
Alternative:
b*) Die Chips, die zu 80% einwandfrei sind, werden in Viererpackungen geliefert.
Ab welcher Anzahl Viererpackungen muss mit mehr als 50% Wahrscheinlichkeit
damit gerechnet werden, dass in mindestens einer Packung alle Chips defekt sind?
(4 VP)
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Aufgabe Sto 9
Bei einem Test gibt es 10 Fragen mit jeweils 4 Antworten, von denen nur eine richtig ist.
a) Ein Kandidat kreuzt bei jeder Frage rein zufallig eine Antwort an.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat er
A: genau 3 richtige Antworten,
B: mindestens 3 richtige Antworten,
C: mehr als 3, aber weniger als 8 richtige Antworten? (3 VP)
b) Es soll nun festgelegt werden, wie viele richtige Antworten zum Bestehen des
Tests ausreichen sollen. Bei zufélligem Ankreuzen der Antworten soll die
Wahrscheinlichkeit fur ein Bestehen des Testes hdchstens 5% betragen.

Wie viele richtige Antworten miissen dazu mindestens verlangt werden? (3 VP)
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Lésungen Pflichtteil

Aufgabe 5.1
a) f(49)=49=7, f(g(49))=+/49+15=8, g(f(49))=+49 +15=22

b) f(g(x))=4: Vx+15=4 liefert x=1.

Aufgabe 5.2

a) Die Lésungen der Gleichung sind die Nullstellen von f. Im Graphen von f sind
zwei Extrempunkte unterhalb der x-Achse erkennbar. Weitere Extrempunkte kann
eine Parabel dritter Ordnung nicht besitzen. Also ist die erkennbare Nullstelle

(x, =0,9) die einzige Nullstelle von f.
b) Z.B.a=-1
Aufgabe 5.3

a) Aus lim

xoe X —a

=0 folgt: y=0 ist waagrechte Asymptote.

Fir x=a istder Nenner des Funktionsterms 0, der Zahler ungleich 0.

Daraus folgt: x=a ist senkrechte Asymptote.

Die Aussage ist also wabhr.
b) Die Aussage ist wahr.

Beispiel: f mit f(x)=x?-(x—1) hatdie Nullstellen x,=0 und x,=1.
c) Die Aussage ist falsch. Gegenbeispiel: f(x)=-x"* .
Aufgabe 5.4

Die Funktion f mit f(x)=x-(x+1) hat die Nullstellen x;=—1 und x2=0.

Ihr Graph ist eine nach oben gedffnete Parabel.

Daher ist der Term x-(x+1) positivim Bereich x <—1 sowie im Bereich x>0 .

Aufgabe 5.5

Jede ganzrationale Funktion dritten Grades besitzt genau eine Wendestelle.
Jede ganzrationale Funktion dritten Grades besitzt mindestens eine Nullstelle.
Da der Tiefpunkt T eine positive y-Koordinate besitzt, kann es keine weiteren
Nullstellen geben.

Somit besitzt die Funktion genau eine Wendestelle und eine Nullstelle.
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Aufgabe 5.6 ’
Aus f(0)=5,f(0)=0 und f"(0)<0 folgt: ¢
H(0|5) ist Hochpunkt. 2
Aus f(2)=0,f"(2)=0 und f”(2)=0 folgt: 7 x

W(2|0) ist Wendepunkt.

Aufgabe 5.7 by

Da f(x)<O0 ist, verlauft der Graph unterhalb der >

x-Achse. d
Wegen f’(x)>0 ist f streng monoton steigend. S o
Wegen f”(x)<0 nimmt die Steigung des Graphen ab. ’ /
Aufgabe 5.8

Der Graph von f wird mit dem Faktor % in x-Richtung und mit dem Faktor %
in y-Richtung gestreckt.

AnschlieBend wird der Graph um 3 Einheiten in y-Richtung verschoben.

Aufgabe 8.1

a) P("mindestens eine rote Kugel") =1-P(bb)=1-

ol
o b
©|m

b) Essind 4 blaue und n rote Kugeln.

P("mindestens eine rote Kugel") =1-P(bb) =1 4 s
n+4 n+4

16 0,84 < %:0,16 & (n+4)°=100 < n=6 (n=—14 entfallt)

1_(n+4)2: (n+4)

Es hatten 6 rote Kugeln im Behalter sein missen.
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Aufgabe 8.2
u: ungerade Nummer, g: gerade Nummer
323 3
a) P =— = =
) Plug) =55 272
b) P("hochstens drei Zuge")=1-P(uuu) = —§-2-1:1—i=E
6 5 4 20 20
Aufgabe 8.3

E(Auszahlung) = %.4€ +%-3€+%2€ :%€

E(Gewinn) = E(Auszahlung) — 3€ = —%€

Der Erwartungswert fir den Gewinn betragt —0,125 €.

Aufgabe 8.4

Das Spiel ist fair, wenn der Erwartungswert flir den Gewinn 0 € betragt.
E(Auszahlung)=6-0,2-0,3-0,5-1€ +0,2° - 100€ = 0,18€ + 0,8€ = 0,98€
E(Gewinn) = E(Auszahlung)—1€ ist negativ, also ist das Spiel nicht fair.

Aufgabe 8.5

a) FUr den Erwartungswert gilt: E=n-p =6, also muss P(X=6) maximal sein.
Daher zeigt Abbildung 3 die Verteilung von X.
b) P(4<X<7)=P(5)+P(6)=0,2+0,25=0,45

P(X#5)=1-P(5)=1-0,2=0,8
Aufgabe 8.6
a) P(,2 Treffer") = 0,8% = 0,64

b) A: Er wirft 10 Mal und trifft nie.
B: Er wirft 50 Mal und erzielt dabei genau 40 Treffer.

Aufgabe 9.1

90

[K(t)dt beschreibt die gesamten Heizkosten fir die ersten 90 Tage des Jahres 2013.
0

90
91—0 [Kk(t)dt beschreibt die durchschnittlichen téglichen Heizkosten der ersten 90 Tage
0

des Jahres 2013.
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Losungen Pflichtteil

Aufgabe 9.2

a) g besitzt Extremstellen bei x,=-2 und x,=2,wenn g an diesen Stellen

Nullstellen mit Vorzeichenwechsel besitzt.

Dies fiihrt auf den Ansatz g’(x)=(x+2)-(x—2) =x° —4 .

g mit g(x):%x3 —4x ist eine Stammfunktion von g und damit eine mdgliche

Lésung.

b) Z.B. h(x):%xs —4x+5

Aufgabe 9.3

a) Gegeben waren zwei Punkte A(0]2|-1) und B(5|1]|2) sowie eine Ebene
E:2x,+x,-3%x;=10.
Aufgabe: Untersuchen Sie, ob die Ebene E und die Gerade g durch A und B
gemeinsame Punkte besitzen.

b) 10t+2-t+3-9t=10<=5=10.
Die Gerade g hat keine gemeinsamen Punkte mit der Ebene E .

Aufgabe 9.4

a) Durch die Rechnung erhalt er den Erwartungswert seines Gewinns.
Pro Spiel wird er durchschnittlich 50 Cent verlieren.

b) Ein mdgliches Glicksrad enthélt 3 Sektoren.

Die Mittelpunktswinkel der Sektoren sind 120°, 180°und 60°,
der jeweilige Gewinn betragt 1€, —3€ bzw. 4€.

Seite 20 von 30



Schriftliche Abiturprifung Mathematik 2013 Aufgabenfundus
Lésungen Wahlteil

Aufgabe A 1.1
a) Halbe Fillmenge:
f(t) = 600 liefertt=-100 -In(0,5) = 69,3 .
Nach knapp 70 Minuten ist der Behalter bis zur Halfte gefullt.

Zunahme der Wassermenge:

f(t) = 8-e%°"> 0 fiiralle t>0.

Die Wassermenge im Behalter nimmt also stets zu.
Kein Uberlauf:
f(t) > 1000 < 1200 flir t — oo.

Mittlere Wassermenge wihrend der ersten Stunde:

1 60
%J.f(t)dt ~398,4 (GTR)

0

Die mittlere Wassermenge betragt also etwa 398 ¢ wahrend der ersten Stunde.

b) Zuflussrate:
Weil sich die Wassermenge nicht andert, flieBen konstant 0,5% von 800 (also 4)
Liter pro Minute ab, also muss die konstante Zuflussrate ebenfalls 4 Liter pro Minute
betragen.

Mogliche Werte fiir die konstante Zuflussrate a:

. . a
Es gilt f'(t) = a— 0,005-f(t) und somit f'(t) = 0,005 - —f(t)].
gilt f'(t) (t) (t) (0,005 ( )j

Der Grenzwert der Funktion f ist demnach _a )
0,005

Aus ~600 bzw. —= _=1200 folgt a=3 bzw. a=6.
0,005

bl b

Mégliche Werte fir die Zuflussrate sind: 3 <a <6 (in ¢/min)

Aufgabe A 1.2

Kk 2k
fi'X)=1-—, f."(X)=—%
k() X2 k() X3

Der Ansatz f.'(x)=0 fOhrt fur x=0 auf x? =K.
Diese Gleichung besitzt nur fir k >0 Losungen; diese sind x,, = +Jk .

Da f’ an diesen beiden Stellen ungleich Null ist, handelt es sich um Extremstellen.
Deshalb hat f; fir k>0 genau zwei Extremstellen, fir k<0 keine Extremstellen.
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Aufgabe A 1.2*

Auswirkung einer Veranderung des Parameters a

Mit wachsendem a wird das Schaubild von f; sowohl in x-Richtung als auch in

y-Richtung gestaucht.

Flachenberechnung

L8

fa(x)=0 fahrt zu sin(ax)=0. Benachbarte Nullstellen sind z.B. x4=0 und xo = 3

T

1 . 1 a 2
(g-sm(ax)jdx={——2-cos(ax)} =—.

a o 4

Fir den Flacheninhalt gilt: A(a) =

o —o |3

Aufgabe A 2.1
a) Funktionsterm

Es liegt beschranktes Wachstum vor.
Ansatz: g(x)=S-ce X,

Der Differentialgleichung entnimmt man S=5,2 und k=0,2 .

Mit g(4)=3 ergibt sich ¢~4,9 (GTR)und damit g(x)=5,2—4,9e 92X,

Langfristige Entwicklung

Der Grenzwert der Funktion g ist S =5,2.

Langfristig ist mit 5,2 Millionen Haushalten mit DVD-Playern zu rechnen.
DVD-Player in 70% der Haushalte

Der Ansatz g(x)=4,2 liefert x=7,95 (GTR).

Am Ende des Jahres 2007 steht in 70% der Haushalte ein DVD-Player.

Mittelwert
. ’ 795

=— dx=3,8 (GTR).
=275 4[5 g(x)dx (GTR)

Die mittlere Anzahl von DVD-Playern betragt etwa 3,8 Millionen.
Anderungsrate unter 0,6 Millionen pro Jahr
Aus g'(x)=0,6 ergibt sich x=2,45, wobei g an dieser Stelle fallt (GTR).

Etwa Mitte 2002 lag die Anderungsrate erstmals unter 0,6 Millionen pro Jahr.

b) g'(4) beschreibt die momentane Anderungsrate der verkauften Stiickzahlen nach 4

Jahren, also zu Beginn des Jahres 2004.
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Man erhalt einen Naherungswert fir g(4,5), indem man ab x=4 die konstante

Anderungsrate g'(4) ansetzt:
0(4,5)=g(4)+0,5-9'(4) = 3,22

Aufgabe A 2.2
Ansatz: f(x)=ax®+bx®+cx+d; f'(x)=3ax®+2bx+c

Bedingungen:

f(-1)=1: -a +b ¢ +d = 1
f'(-1)=0: 3a -2b +c =0
f(1)=3: a +b +c +d = 3
f'(1)=1: 3a +2b +c = 1

Lésung: a:—l; bzl; C=§; d:Z (GTR)
4 4 4 4

f(x):—lx3+lx2+§x+Z
4" 4" T4 T4

Aufgabe A 2.2*

t t
Mittelwert: m(t) = I(4x—x2)dx:%[2x2_%x3} =2t—%t2
0 0

m(t) wird maximal fir t=3 (GTR).

Der Mittelwert der Funktionswerte ist auf dem Intervall [0;3] am gréBten.

— | —

Aufgabe A 3.1

a) Bestimmung des Funktionsterms

Es handelt sich um eine Parabel mit dem Scheitelpunkt S(4|8).

Ansatz: f(x)=a-(x—4)2+8
Aus f(0) =4 ergibt sich a:—% .

Also: f(x) =—%(x —4)? 8.

Gesteinsvolumen
f besitzt die Nullstellen x4=—1,657 und x,=9,657 (GTR)

1
4

X2
Querschnittsflache: A= | (— (x—4)2+8jdXz60,34 (GTR)

X4
Volumen: V = A-1500 = 90510

Es miissen etwa 90510 m> Gestein bewegt werden.
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b) Lange des Parabelsticks

s= j,/1+ ? dx = 20,50 (GTR)

Anzahl der Behalter
Wandflache: W =s-1500 =~ 30744 [m?]

Farbmenge: M=W /6 =5124 [Liter]

Man bendtigt also 21 Behalter.

Aufgabe A 3.2

a) V(u)=mu’f(u)=nu u—i—zn

Das Volumen ist also unabhangig von u .
b) Flacheninhalt
V4 z
Az )=j—dx {_E} _o_2
1 X X g z

Inhalt der nach rechts offenen Flache: A =1lim A(z) =2

Halbierung der Flache

A(z)=1A =S 2—g=1 s z=2
2 z

Die Parallele hat die Gleichung x =2.

Aufgabe A 3.2*

BerUhrpunkt sei B(k| %j

Tangentengleichungan h in B: y(x)= —kizx +§ (mitk > 0)
Schnittpunkt mit der x-Achse: C(2k|0)
Schnittpunkt mit der y-Achse: D(0 |§)

Umfang des Dreiecks OCD: u(k) = 2k + i +[4Kk2 + k42

u(k) = 10 fuhrt z. B. auf ky=0,44 und damit auf B(0,44|2,26)
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Aufgabe Geo 1 A

a) Punktprobe zeigt, dass B und C in allen
Ebenen E, liegen. Damit liegt auch die
Gerade durch B und C in allen Ebenen E,.

r
b) n, =| 0| istein Normalenvektor von E, und
3

0
n=|0| istein Normalenvektor der
1

hot C
X1

Grundflachenebene der Pyramide.
3

A, -n _
|ﬁr|'|ﬁ| \/r2 +9

Dann gilt fir den Winkel o : cosoa =

Die Gleichung = c0s(40°) besitzt z. B. die Lésung r, =2,52 .
r?+9
c) Beim Schnitt der Ebene E, mit der Pyramide entstehen folgende Schnittfiguren:
e Quadrat fir r=0 (dabei liegt A in Ep)

e gleichschenkliges Trapez fir 0<r<6
e gleichschenkliges Dreieck fir r=6 (dabeiliegt S in Eg)
FiOr r<0 oder r>6 hat die Ebene E, mit der Pyramide nur die Strecke BC

gemeinsam.
Aufgabe Geo 2
a) Koordinatengleichung von E
10 —4 0
Aus einer Parametergleichungvon E: x=| 6 |+r-| 4|+s-|4
0 0 5

ergibt sich nach Elimination von r und s eine Koordinatenform:
E: 5%y + 5xo —4x3 =80 .
Winkelberechnung

FOr den Winkel a zwischen der Grundflache der Pyramide und der

5 0

5 [0
, - -4 ) 1 4 .
Schachtelgrundflache gilt: cosa = 766 =\/& ; a=60,5°
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Hohe der Pyramide und Diagonale PS

Ein Richtungsvektor der Geraden, auf der die H6he der Pyramide liegt, ist

5
ne=| 5 | . Ein Richtungsvektor der Geraden, auf der die Diagonale des Wiirfels
—4
10
liegt, ist SP=| 10
-10

Da diese beiden Richtungsvektoren linear unabhangig sind, liegt die Hohe der

Pyramide nicht auf der Diagonalen PS.

b) Quadervolumen flirb =4

10 -10
Gerade k durch A und S: k: x=| 6 |+t:| -6
0 10

Fur den Berthrpunkt Q gilt: x, =4-.

Einsetzen in k liefert tzé .

1 10

Die Quaderhdhe ist damit die x,-Koordinate von Q: ¢ = 3 10 = 3
Fir das Quadervolumen ergibt sich Vg = 4-%- 10 =% :

Werte fur das Quadervolumen

Far den BerUhrpunkt Q qilt nun: x2=b .

Einsetzen in die Gleichung von k liefert: b=6-6t ; t:1—%b .

Die Quaderhéhe ist dann: c(b) =10- gb .

Damit ergibt sich fir das Quadervolumen: V(b)=b-(10 —gb) -10=100-b —%'bz .

100 100

Extremwertuntersuchung: V'(b)=1OO—Tb; V"(b)= <0.

V'(b)=0 ergibt b=3.

Also: Relatives Maximum an der Stelle 3 mit V(3) = 150.

Wegen V(0) = V(6) =0 ergeben sich fir das Quadervolumen V(b) die
Werte 0 <V(b) <150 .

Seite 26 von 30



Schriftliche Abiturprifung Mathematik 2013 Aufgabenfundus
Lésungen Wahlteil

Aufgabe Sto 1
Da die Wahl des GefaBes tber den Gewinn entscheidet, ist die Wahrscheinlichkeit %

5 zuséatzliche rote Kugeln

Wabhrscheinlichkeit aus Ui eine rote Kugel zu ziehen:

ol Nl

Wabhrscheinlichkeit aus U eine rote Kugel zu ziehen:

Wabhrscheinlichkeit eine rote Kugel zu ziehen:l-§+l 8 _121 0,665,

27 213 182
also hat sich die Gewinnwahrscheinlichkeit von Lisa verbessert.

Maximierung der Gewinnchance

Lisa legt x (x<50) rote Kugelnin U; und x blaue Kugeln in U, ,damit ist

die Wahrscheinlichkeit aus U; eine rote Kugel zu ziehen X ,

2+X

8
8+X

die Wahrscheinlichkeit aus U, eine rote Kugel zu ziehen

Die Wahrscheinlichkeit eine rote Kugel zu ziehen betragt damit:
1 X 1 8

— . +—-
2 2+x 2 8+Xx

Das Maximum liegt bei x =4, mit P(4) = 0,667 (GTR).

Lisa maximiert mit 4 zusatzlichen Kugeln ihre Gewinnchancen.

P(x)

Aufgabe Sto 2

Erwartungswert fir den Gewinn der Klasse
1

P()= ; Plo)=Plb)=

4 4 32
H 1] 1 1 1 6
P(,alle verschieden®) = 6-P(rgb)=6-—-—- -2
2 4 4 32
Erwartungswert fiir den Gewinn der Klasse: E = N (—-1€) +£. 1€ = ig
32 32 32

Pro Spiel werden also durchschnittlich ca. 3 Cent Gewinn erreicht.
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Maximaler Gewinn der Klasse

Setzt man die Wahrscheinlichkeit far den roten Sektor gleich x, dann ergibt sich:

P(r)=x: Plg)=~: P(b)=1—P(r)—P(g)=1_§x

Ereignis A: Einsatz wird einbehalten.

P(A)= 6-x-lx-[1—§xj=3x2 9y
2 2 2

Maximale Wahrscheinlichkeit fir A ergibt sich fir x;= 0,44 (GTR).

Der Mittelpunktswinkel flr den roten Sektor muss also x4-360°=160° betragen;

der gelbe Sektor wird demzufolge 80° und der blaue Sektor 120° erhalten.

Aufgabe Sto 3
2 322 3
a) P(A)=P(s)+P(wws)==+—=-—-— ==
) P(A)=P(s)+P(wws) 55 13°%
PB)=1-P(A)=2
5
i “ 3 n
b) P(,genau eine schwarze Kugel)=2-—— ——
3+n n+3

Gleichsetzen mit % fahrt auf n*-10n+9=0 mit den Lésungen n,=1 und n,=9.

Flr eine bzw. neun schwarze Kugeln ist die Wahrscheinlichkeit, genau eine

schwarze Kugel zu ziehen, gleich %

Aufgabe Sto 4

a) X:Anzahl der Zahl 1.
P(X>1)=1-P(X=0)=1-0,8">0,95 ergibt n>14 (GTR).
Das Glicksrad muss mindestens 14 Mal gedreht werden.

b) Gilt Hy, dannist X im Extremfall Bigo.0-verteilt.
P(X>28)=1-P(X<28)=1-097998 = 0,02 (GTR)

Damit ist die Irrtumswahrscheinlichkeit etwa 2%.

Aufgabe Sto 5
a) Erwartungswert fir den Gewinn: 0,855-10€ +0,145-(—20€) =5,65€

Der durchschnittliche Gewinn der Firma pro Rechner ist 5,65 €.
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b) Es gibt vier Falle mit folgenden Wahrscheinlichkeiten und Gewinnen:

Fall Wahrscheinlichkeit Gewinn
Rechner ok, Kontrolle korrekt 0,855 - 0,99 = 0,84645 10—k
Rechner ok, Kontrolle falsch 0,855 - 0,01 = 0,00855 -15-k
Rechner defekt, Kontrolle korrekt 0,145 -0,95 = 0,13775 —15-K
Rechner defekt, Kontrolle falsch 0,145 - 0,05 = 0,00725 —20—K

Erwartungswert flr den Gewinn:

E = 0,84645-(10-k) + 0,00855-(—15-k) + 0,13775-(—-15—k) + 0,00725-(—20—k)
= 6,125 -k [in €]

Die Kontrolle lohnt sich, falls E > 5,65 und damit k < 0,475 ist.

Die Kontrolle eines Rechners darf also hdchstens 0,47 € kosten.

Aufgabe Sto 6

Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der defekten Geréte (unter 250) an.
Nullhypothese Ho: p <0,04 (hdchstens 4% der Geréate sind defekt)

Gilt Hp, dannist X im Extremfall Basg.004-verteilt.
P(X>10)=1-P(X<9)=1-0,455=0,545 (GTR)

Damit ist die Irrtumswahrscheinlichkeit deutlich hdoher als 5%.

Aufgabe Sto 7
a) X gebe die Anzahl der einwandfreien Chips unter 30 Chips an.
X ist Bgy 5 Verteilt.
e Wabhrscheinlichkeit flir mehr als 26 einwandfreie Chips:
P(X >26)=1-P(X <26)=~1-0,061=0,939=93,9% (GTR)
e Wabhrscheinlichkeit fir mindestens zwei defekte Chips:
P(X <28) =~ 0,446 = 44,6% (GTR)
b) X gebe die Anzahl der einwandfreien Chips unter 100 Chips an.
Nullhypothese Hp: p>0,95 (mindestens 95% der Chips sind einwandfrei)

Gilt Ho, dannist X im Extremfall B1go.0 95-verteilt.
Gesucht ist der Ablehnungsbereich A von Hg bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit
von 10%.

Es gilt A={0;1;...;9}, wobei g die groBte natlrliche Zahl ist mit P(X <g)<0,1.
GTR liefert: P(X <91)~0,063 ; P(X <92)~0,128.
Ablehnungsbereich: A ={0; 1;.....;91} .
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Aufgabe Sto 8

a) X gebe die Anzahl der einwandfreien Chips unter 30 Chips an.
X ist Bgp.0g-verteilt.
Wahrscheinlichkeit flir mehr als 20 einwandfreie Chips:
P(X>20)=1-P(X<20)=1-0,061=0,939=93,9% (GTR).

b) Essei p die Defektwahrscheinlichkeit eines Chips.

(1-p)'°>0,9 fuhrtauf 1-p=190,9 und damit auf p<1-190,9 ~0,0105.
Die maximale Defektwahrscheinlichkeit dirfte hdchstens etwa 1% betragen.

b*) Die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Viererpackung alle Chips defekt sind, betragt
0,2* =0,0016, also sind mit der Wahrscheinlichkeit p = 0,9984 nicht alle vier Chips
einer Packung defekt.

Far die Anzahl n der Viererpackungen muss also gelten 1-0,9984" >0,5.

Dies fuhrt auf n>433 (GTR).
Ab 433 Viererpackungen muss mit mehr als 50% Wahrscheinlichkeit mit mindestens

einer Viererpackung gerechnet werden, in der alle Chips defekt sind.

Aufgabe Sto 9
Die Anzahl X der richtigen Antworten ist By 25-verteilt.
a) P(A)=P(X=3)=0,25=25%
P(B)=P(X>3)=1-P(X <2)=~1-0,526 = 0,474 = 47,4%
P(C)=P(3<X<8)=P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)+P(X=7)=0,224 =22,4%
b) Gesucht ist die kleinste natlrliche Zahl g mit P(X>g) <0,05:
P(X>g)<005 < 1-P(X<g-1<0,05 < P(X<g-1>0,95
GTR liefert P(X<4)=0,92 und P(X<5)=0,98
Daraus ergibt sich g—1=5, d.h. g=6.
Es missen mindestens 6 richtige Antworten verlangt werden.
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